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摘要 :定义 一 个 新 的 F. Smarandache 函数 S7(a), 并 研究 一 个 包含 该 函数 的 方程 . 利用 初等 方法 . 给 出 
了 一 个 包含 函数 SZ(n) 的 方程 的 正 整数 解 ， 该 方程 只 有 两 个 正 整 数 解 . 
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1 引言 及 结果 
对 任意 正 整 数 ”, 著名 的 F. Smarandache LCM 函数 SZL(z) 定义 为 最 小 的 正 整 数 m2 使 
得 z|[1 2] ,其 中 [1,2,……2] 表示 1,2,……m 的 最 小 公 倍 数 . 例如 SZ(2) 的 前 几 个 
值 是 SZL(1) = 1,8S7L(2) 一 2,8S7L(3) 一 3，97L(4) 一 4，8SL(5) = 5 不 少 学 者 研究 过 关于 
SL(z) 的 初等 性 质 ,并 获得 了 一 系列 结果 ,参阅 文献 [1-3]. 当 ? = 户 !2… 加 表示 半 的 标准 
分 解 式 时 ,容易 得 到 
SLCn) 一 max{ 加 0 ， 访 2，…， 访 )， 
通常 将 满足 Fn) = max{(F(p 0 ,72p2)，FCpus)} 的 算术 函数 Fa) 称 为 Smarandache 可 
乘 函 数 . 因此 SLC ) 是 一 个 Smarandache 可 乘 函 数 . 可 参阅 文献 [4]. 
由 Smarandache 可 乘 函 数 的 定义 得 到 启发 ,本 文 定义 了 一 个 新 的 Smarandache 型 郴 数 
SSE(a) 如 下 ;3S7(1) = 1, 当 2>1 且 2= 芒 pz 为 二 的 标准 分 解 式 时 定义 : 
3S7(a) 一 min{ 记 记 2 记 2) (1) 
研究 发 现 函数 SZ(z) 与 函数 Sa) 有 许多 类 似 的 性 质 , 参阅 文献 [5,6], 例 如 当 ? 为 素数 
的 方 寡 时 , SZ(z) = SL(2). 对 于 357 (mn) 函数 显然 存在 无 限 多 个 正 整数 ”使 得 2 S7Cd) 


>2 事实 上 ,由 (1) 式 知 , 当 ?= 总 为 素数 方 蹇 时 ,我 们 有 
>)S7(d) = 2) SLCd) 一 1 十 户 十 十 加 > 加 一 见 
本 ] 


dd 人 
同时 又 存在 无 限 多 个 正 整 数 n, 使 得 > S7(d) <” 例如 当 ” 为 两 个 不 同 奇 素数 的 乘积 时 ， 
过 im 
即 2 一 娟 .%, 其 中 3 入 饭 <<4 为 素数 ,那么 
>)57Cd) = 25S7(d) 一 1 二 239<p 9 一 7. 
LU] 


dp9 


于 是 我 们 想到 ,对 于 哪些 自然 数 ,会 有 方程 >，SZ(d) = ”成 立 ? 本 文 的 主要 目的 是 研究 
可 l|z 
一 类 包含 S 志 (2) 方程 的 可 解 性 , 即 寻 求 所 有 正 整 数 ”使 得 方程 
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人 S5(d) 一 2 (2) 
dm 
成 立 , 其 中 >， 表示 对 的 所 有 正 因 数 求 和 . 也 就 是 证 明了 以 下 的 
过 | 
定理 方程 1 S7(d) = ”有 且 仅 有 两 个 正 整数 解 ”= 1 ,10. 
好 ln 


2 引 理 及 其 证 了 明 

为 了 完成 定理 的 证 明 . 首先 需要 一 个 简单 引 理 . 

引 理 当 产 全 13 时 ,和 人 3d(z), 这 里 dm) 为 除数 函数 . 

证 明 设 普 宇 13 且 冯 = 户 加 表示 产 的 标准 素 因 数 分 解 式 . 我 们 分 以 下 几 种 情况 
来 进行 讨论 : 

i) 如 果 有 一 个 证 二 4(1 反 1 挟 有 旬 )， 网 

区 二 -开放 全 1 | 

即 疡 盖 3d(m). 参阅 文献 [7]. 

ii) 如 果 max {w } = 一 ww 三 3, 则 当 记 之 3 时 有 


二 人 @， 
717 户 
了 


而 当 记 = 2 时 , z 至 少 有 两 个 不 同 的 素 因 子 , 于 是 有 


十 个 ， 
NM 户 2 SA 
开 = 站 一 一 > -一 一 一 3， 


dm) 4 十 1 二 3 十 1 1 十 1 
即 和 之 3d(m). 
人 7 4 放 33 
说 ) 如 果 maxt{e) 一 一 2 0 一 12m)， 若 户 宇 3, 则 村 0 一 下 二 TIT 之 5 
7 人 记 
= 3, 若 户 一 2, 由于"( 13) 至 少 还 有 另 一 个 素 因子 9 之 5, 则 玫 J 一 朵 二 + 
了 1 > 3 即 都 有 mm 盖 3d(z)， 


可 本 了 7 13 
iv) 如 果 w =1(072 一 1,2，…,R)， 若 有 1, 则 户 这 13, 厅 全 TIT>3; 
7 


若 上 = 2， 当 关 含 有 素 因子 2 时 必 有 另 一 个 素 因子 4 盖 7, 此 时 j2 二 革 + 人 
> 3; 当 几 含有 素 因子 3 时 必 有 另 一 个 过 因子 9 之 5, 此 时 je THT TIT>3 当 


372 2 3 5 2 
若 & 之 3, 我 们 有 To 全 TI “ 工 T TI 二 IT>3， 即 对 任何 情形 都 有 和 之 3d (mm )， 


合 以 上 情况 立刻 完成 引 理 的 证 明 . 
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3 定理 的 证 明 
现在 我 们 利用 这 个 引 理 来 给 出 定理 的 证 明 . 容易 验证 交 = 1 是 方程 的 解 . 设 交 > 1 且 ，7 
= 儿 p2…p 是 区 的 标准 素 因 数 分 解 式 , 因 为 呈 = 户 不 满足 方程 ,所 以 当 半 满足 方程 时 有 
盖 2. 现在 设 
9 了 (六 ) 一 max{ 记 02 
为 方便 起 见 设 羡 = 六 A 满足 方程 ,此 时 应 有 : 
> S1L(d) 一 内 >，S7L(dp) = S1(d) 十 隐 > S1(dp) = 几 p 


on = 全 7 1 一 1 


因为 当 c| 关 时 ,SGdp) 过 语 , 所 以 


mp 扫 >) SLCd) 十 >)，>) 户 一 2 3 


好 | 2 一 | ch 


(d) 十 cd) 。 >) 户 
ij 


>) 了 cd) 二 全 全 二 do 


上 式 两 边 同 除 以 请 , 并 注意 到 当 人 所 以 有 
-37 1Ld) ， 记 (六 一 
11 扫 包 广 十 OO TDZ 
即 若 ”= mm 思 满足 方程 ,应 有 普 夫 34(2) ,也 就 是 当 六 盖 3d(m) 时 ,2 三 局 庆 不 是 方程 的 
解 ,由 引 理 可 知 此 时 闷 二 13. 下 面 只 需 讨 论 当 疡 < 13 时 ,哪些 ”= 几 态 满足 方程 即 可 ， 
1) 当 严 = 7,9,11 时 ,容易 验证 妆 宇 3d(z) ,此 时 = 和 2 因 不 是 方程 的 解 . 
2) 当 冯 一 2 时 ,7 一 2p, 此 时 记过 3， 
> S7Cd)=》 SC 二 >》 3S7(0d) = >) 357(Cd) 十 2(e 十 1) 
120 dd dp ad 人 
一 1 十 户 十 户 十 十 太 十 20a 十 二)， 
若 sc=1, 解 1 十 户 十 2(1 二 1) 一 2 得 户 =5, 此 时 2 一 2p=10 显 然 是 方程 的 解 . 
车 “= 2, 假 如 PP=3, 则 >, Srd) =1+3 十 3 十 2(2 十 1) = 一 19>2.3:， 即 
12.32 
>) 571(d) > 假如 娟 宇 5, 则 > SZ(d) 一 1 十 户 十 大 十 2(2 十 1) 一 7 十 户 十 大 <<2 力 ， 


L12.32 dd1272 


即 >,， SF(d) < ，. 


d2p2 


若 “二 3, 对 正 整数 (之 3) 用 数学 归纳 法 易 证 不 等 式 1 十 户 十 产 十 … 十 庆 十 2 十 
1) < 2z" 成 立 , 即 >,， S7(d) < 7。 


d12p7 
3) 当 妆 一 3 时 ,2 一 3 因此 时 刀 一 2 过 2 或 户 之 5， 
若 =2 时 ，>，S1(d) 一 >)S7(d) 十》)SE(3d) 一 24+1 十 3a 十 1. 假如 ww 一 2,3， 


di) < wd(2) 十 5 志 T ad 人 (2) 过 3c(7m)， 


d13.2” 2 2 
则 》 S7cd) >m 假如 ec 之 4, 则 24 十 3 二 1<3 2, 即 》 SICd)<<n 
d13.2 如 3。2 
若 户 盖 5 时 ， 则 SrcD) 二 说 Te 二 中 SG 1+p 二 关上 .十 加 十 3(c 
13p 人 7 dp dp 


十 1)<<3 加 , 即 >》, SLCd) 一 


df1374 
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4) 当 六 =4 时 ,一 4 , 则 二 3， 
若 户 =3, 则 >,S1(d) = >)S7(d) 十 >)S7(2d) 十 > S7(4d) 一 3 十 3 十 十 


4143” d13” 2413? d13” 
3 十 6(c 十 1) <4.3, 即 >, SCd) < 
4.3” 
若 刀 盖 5, 则 > S7(d) = > SZCd) 十 >)S7(2d) 十 > S7C4d) 一 1 十 户 十 因 十 
14 dp 人 dp dp 人 2 


… 十 名 十 6(e 十 1)<4 因 , 即 >)S7Cd) << 交 


4 
5) 当 六 一 5 时 ,7 一 5p"， 
若 p=2,aZ3, 则 > SZ(d) = > SCd) 十 >》)3S7(5d) 一 2 十 Sa 天 5 2 一刀 


df15.29 2 dl12” 
若 p=3,o 盖 2, 则 >, SZ(Cd) = 2)S7(d) 十 》) 3S7(5d) 一 1 十 3 十 3 十 … 十 3 十 5a 十 3<< 
帮 5.3” dl3” dl3” 
5。3" 一 # 
若 训 >5 时 , 则 > 3S7(d) = > S7Cd) 十 》S(5d)=1 十 庆 十 闫 十 … 十 加 十 
ad15- 扩 dp ap 


5(a 十 1)<57 一 7 
6) 当 关 =6 时 , 则 庆 5, > S7d) = > S7(d) 十 >) 5S7(2d) 十 > SZ(3d) 十 


d16p | dp dp 


多 57(6d) =1 十 户 十 瑚 十 …… 十 各 十 7(e 十 1) < 6p 一 于 


dd|A 
若 训 = 3, 则 c2,>) SIL(d) =1 十 3 十 3 十 罗 十 3 十 14a 十 8<<8 .3 一 
cd18,3” 
若 如 一 5, 则 ax 二 2, > S7(d) 一 1 十 5 十 昱 十 十 5 十 14a 十 11<<8 .5 一 沁 
18.5” 
若 =7, 则 c2, >)S7Z(d) 一 1 二 7 十 ?2 十 … 十 7 十 14e 十 13<8 7 一 2 
d18.7” 
若 户 >7, 则 >) 5S5(d) = 1 十 户 十 大 十 …… 十 刀 十 14(e 十 1) < 8p 一 六 
可 18p2 
若 训 =3, 则 cc 二 2，>，S7L(d) =1 二 3 十 3 十 … 十 3 十 ga 十 7<10.3" 一 m 
ad110.3” 
若 户 >>5, 则 >, SFCd) 一 1 十 户 十 闫 十 … 十 加 十 9(e 十 1)<10j 一 m 
d1100” 


9) 当 关 一 12 时 , 则 记过 5 
2 S7(d) =1 十 户 十 天 十 罗 十 加 十 14(e 十 1) <12 恩 一半 


df112p7 


综 上 所 述 , 只 有 >” = 1,10 是 方程 的 解 . 
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Abstract: Aim:， To study an equation involving a new FE，Smarandache function S7(z). 
Methods : Using the elementary methods。Results ， Get ail its positive integer solutions of this 


eduation。Conclusion : The equation have only two positive integer solutions. 


Keywords: A new 上， Smarandache functioni equation; positive integer solutions 


